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УДК 004.942Засобами пакету програм COMSOL 
Multiphysics розглянуто поведінку кінце-
во-елементної моделі отолітової мембра-
ни у випадку статичних навантажень. 
Отримані оцінки модулів Юнга і Пуассона 
отоконіального і гелевого шарів. Показано, 
що величини фізичних параметрів отолі-
тового органу мають бути узгоджені між 
собою для правильної роботи цього біоак-
селерометра
Ключові слова: математичне моделю-
вання, отолітова мембрана (ОМ), маку-
лярна поверхня (МП), модуль Юнга, кое-
фіцієнт Пуассона
С помощью пакета программ COMSOL 
Multiphysics рассмотрено поведение 
конечно-элементной модели отолитовой 
мембраны в случае статических нагру-
зок. Получены оценки модулей Юнга и 
Пуассона отокониального и гелево-
го слоев. Показано, что величины физи-
ческих параметров отолитового органа 
должны быть согласованы между собой 
для правильной работы этого биоакселе-
рометра
Ключевые слова: математическое 
моделирование, отолитовая мембрана 
(ОМ), макулярная поверхность (МП), 
модуль Юнга, коэффициент Пуассона
1. Вступ
Отолітовий орган відповідає за сприйняття твари-
нами та людьми лінійних прискорень, в тому числі і 
гравітації. Його функціонування визначає просторову 
орієнтацію і поведінку живих істот.
Математичне моделювання отолітової структури – 
один з методів дослідження функції отоліта та її мож-
ливих змін під впливом різних механічних умов. Цей 
метод особливо ефективний в тих випадках, коли 
прямі експериментальні вимірювання утруднені або 
неможливі [1].
Отоліти ссавців розташовані дзеркально-симе-
тричними парами, відносно площини симетрії голови, 
і лежать в наближено перпендикулярних площинах: 
утрикулярний отоліт – в горизонтальній площині, 
сакулярний – у вертикальній.
Дана стаття присвячена моделюванню властиво-
стей утрикулярного отоліта ссавців, який може бути 
спрощено описаний як тонка м’яка пластинка змінної 
товщини і щільності (отолітова мембрана-ОМ), що ле-
жить на злегка викривленій тривимірній епітеліальній 
поверхні (макулі), де розташовані пучки рецепторних 
волоскових клітин (ПВК). Зовнішня поверхня ОМ 
межує з ендолімфою (рис. 1). Під дією інерціального 
прискорення або гравітації верхній, більш щільний, 
отоконіальний шар ОМ зміщується відносно макули. 
Це призводить до виникнення зсувних сил в об’ємі 
отолітової мембрани, які викликають деформацію ре-
цепторних волоскових клітин, розташованих на маку-
лярній поверхні (МП), що моделює нервову активність 
відповідних аферентів.
2. Моделювання ОМ
Розглянемо поведінку ОМ у випадках статичних 
навантажень (гравітація та зміна тиску в навколишній 
ендолімфі), використовуючи спрощену аналітичну та 
комп’ютерну моделі отоліта.
Для аналітичного опису механіки отоліта будемо 
вважати, що ОМ можна наближено описати як тонку 
протяжну пластину постійної товщини, що складаєть-
ся з двох однорідних шарів: нижнього, гелеподібного, 
та верхнього, отоконіального, шарів, що відрізняються 
товщиною H і механічними властивостями: густиною 
ρ, модулями Юнга E, коефіцієнтами Пуассона σ і в’яз-
кості υ).
Будемо також вважати, що вязкопружні властиво-
сті ОМ описуються узагальненою моделлю Максвел-
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Прикладная механика
де Ux −  визначає х-компоненту зміщення U  на 
відстані Z від макулярної поверхні в момент часу t ; 
∆ρ ρ ρ= −O E різниця густин ОМ і ендолімфи, A0 − ам-
плітуда інерційного прискорення.
Граничні умови для двошарової моделі при z = 0 :
z H H z U z
dU
dzU L x
x= + = = = =, : ( ) ;0 0 0 0
1
1 . (2)
На границі двох шарів ( z HU= ) передбачається не-
перервність зміщень і деформацій:
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Тут U z U zx x1 2( ), ( ) відповідно визначають х-компо-
ненти зміщень гелеобразного і отоконіального шарів 
на відстані z  від макулярної поверхні, HU та HL − тов-
щина цих шарів.
Модель, яка описується рівняннями (1-3), допу-
скає точне рішення, але сама є наближеною. Для 
перевірки зроблених наближень за допомогою методу 
скінченних елементів (інженерний пакет COMSOL 
Myltiphysics) була розроблена трьохвимірна комп’ю-
терна модель утрикулярного отоліта [2, 3].
Комп’ютерна модель дозволяє детально дослід-
жувати просторовий розподіл деформацій і зміщень, 
що виникають в об’ємі тривимірної ОМ під дією ста-
тичних навантажень, зокрема, сили тяжіння і зміни 
ендолімфатичного тиску.
Дані розподілу, що залежать від особливостей три-
вимірної структури ОМ, не могли бути проаналізовані 
в аналітичному вигляді.
3. Цілі і задачі дослідження
Основними цілями кінцево-елементного моделю-
вання статичних навантажень отоліта були:
1) оцінка величин невідомих механічних параме-
трів ОМ, які визначають роботу отоліта: модулів Юнга 
і коефіцієнтів Пуассона різних шарів ОМ;
2) перевірка обґрунтованості наближень аналітич-
ної моделі.
4. Результати моделювання статичних навантажень
Першим завданням моделювання була оцінка мо-
дуля Юнга в спрощеній двохшаровій моделі ОМ 
(рис. 3, 5) шляхом порівняння величин зміщень в 
нижньому, гелеподібному шарі ОМ, який прилягає 
до макулярної площини, з відомими з експерименту 
значеннями зсувів ПВК, які відповідають лінійній 
ділянці їх робочих характеристик. Згідно [4] ці змі-
щення при висоті ПВК порядку 6-10 мікрон склада-
ють 0,1-1 мкм.
Припускалося, що такі зміщення можуть бути от-
римані під дією сили тяжіння при прискоренні гра-
вітації G, направленій паралельно МП. На рис. 4, 5 
показані залежності зміщень ОМ від відстані до ма-
кулярної площини для різних значень модуля Юнга 
гелеподібного шару ОМ, отримані при комп’ютерному 
моделюванні двохшарової моделі ОМ.
Як випливає з моделі, зміщення ОМ на відстанях, 
порядку висоти ПВК досягають 1 мкм, якщо величина 
модуля Юнга гелеподібного шару Eg  лежить в межах 
1-10 Hм2 . Оскільки отоконіальний шар, згідно морфо-
логічному опису [5] має більш високий модуль Юнга Eo
, практично вся зсувна деформація ОМ відбувається в 
гелевидному шарі, прилеглому до макулярної поверх-
ні [6]. Як показало моделювання для цього необхідно 
щоб E Eo g> ⋅10 .
При цьому виявилося, що розподіл зсувів в даному 
шарі є нелінійною функцією відстані до цієї поверхні 
(pис. 2).
Другим завданням моделювання була перевірка 
справедливості оцінок, заснованих на аналітичній 
моделі ОМ
Рішення аналітичної моделі (1-3) в статичному 
випадку розглядалося у випадку двохшарової моделі 
структури отолітової мембрани, яка складається з 
верхнього, отоконіального, більш щільного шару тов-
щиною Ho і нижнього, гелеподібного, шару товщиною 
Hg . Залежність зміщень отоліта в цих шарах, як функ-
ція відстані Z до МП мають вигляд:
0 < <z Hb
U z G E H H z zxg g
x
g
O O g g g( ) [( ) ] [ ( ) ]= + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅1 2 2σ ρ ρ ρ  (4)
H z H Hg O g< < + ,
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де U zxg ( ) , U zxo( ) позначають х-компоненти зміщень 
гелеподібного і отоконіального шарів відповідно на від-
стані z від макулярної поверхні, ρo  та ρg − густини цих 
шарів, Eo  та Eg − модулі Юнга, σo  та σg −  коефіцієнти 
Пуассона.
Результати розрахунків зміщень ОМ за допомогою 
кінцево-елементної моделі двохшарової структури ОМ 
при напрямку прискорення гравітації G паралельного 
та перпендикулярного МП, показано на рис. 6, 11.
Отримані дані показали, що локальні зміщення 
ОМ поблизу МП можуть бути непаралельні макуляр-
ній поверхні і їх напрямки можуть не співпадати з 
напрямом інерційного прискорення. При цій невідпо-
відності функціонування отолітового органу втрачає 
сенс.
Ця проблема була вирішена природою наступним 
чином. Згідно з результатами комп’ютерного моделю-
вання і формулами (4-5) найбільше зміщення має міс-
це в тому шарі ОМ, який має найменший модуль Юнга, 
і відмінність у зміщеннях шарів при даному інерційно-
му прискоренні тим вище, чим більше розходження в 
їх модулях Юнга.
Таким чином, якщо модуль Юнга найнижчого ге-
леподібного шару, що примикає до макулярної по-
верхні (так званий “супрамакулярний” шар [6]) буде 
істотно нижче модуля Юнга вище розміщеного геле-
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подібного шару, то практично весь зсув ОМ буде від-
буватися саме в супрамакулярному шарі. При цьому 
матиме місце не тільки найбільш ефективна передача 
зміщення ОМ на рівень ПВК, але і напрямок векторів 
зміщення супрамакулярного шару в цьому випадку 
буде практично паралельним МП, а їх амплітуда буде 
в основному залежати від проекції прискорення на 
МП. Необхідно відзначити, що на припущенні про 
паралельність векторів зміщення ПВК макулярної 
поверхні був заснований аналіз орієнтаційної залеж-
ності аферентної імпульсації в класичній роботі [7].
Зважаючи на свою важливість, питання про роз-
поділ напрямків векторів зміщень супрамакулярного 
шару відносно МП і вектора прискорень вимагає спе-
ціальної експериментальної перевірки і подальшого 
теоретичного вивчення.
Важливим являється також наступний результат 
даної задачі. Згідно (4, 5), в тому випадку, коли струк-
тура отоліта може бути наближено описана як тонка 
пластинка, зміщення супрамакулярного шару і, таким 
чином, зміщення рецепторних клітин під дією інерцій-
них сил визначається не масою всього отоліта, а від-
ношенням тиску, який утворюється вагою отоліта на 
макулярну поверхню, до модуля Юнга більш м’якого 





( )ρ ρ− ⋅ , де G −  прискорення граві-
тації.
Важливим фізичним параметром ОМ, що впливає 
на величини і характер деформацій отоліта, який 
викликається зміною ендолімфатичного тиску, є кое-
фіцієнт Пуассона (pис. 7, 9, 10). Згідно з експеримен-
тальними даними [8, 9] зміна положення тіла щодо 
вектора гравітації від 0 до 30 градусів приводить до 
зміни ендолімфатичного тиску порядка 3-4 см водяно-
го стовпа (в.с.).
Комп’ютерна модель отоліта була використана для 
аналізу впливу величини коефіцієнта Пуассона ре-
човини ОМ на зміщення гелеподібного шару поблизу 
макули [10].
Необхідно відзначити, що вплив зміни тиску ен-
долімфи на зміщення ОМ визначається двома при-
чинами: деформацією ОМ, пов’язаної зі зміною форми 
отоліти без зміни об’єму (якщо ОМ розглядається 
як нестисливе тіло з коефіцієнтом Пуассона рівним 
0.5), і деформацією ОМ, пов’язаної зі зміною об’єму 
(стисливістю речовини ОМ) і залежить від величини 
коефіцієнта Пуассона.
 Результати досліджень показують, що навіть не-
значні відмінності коефіцієнта Пуассона від значення 
0.5 можуть призводити до зсувів ОМ, які перевищу-
ють порогові. Враховуючи відмінності в структурах 
і властивостях речовин, що складають отоліт можна 
припускати і відмінність у величинах відповідних ко-
ефіцієнтів Пуассона.
Це може істотно впливати на форму і поведінку ОМ 
(pис. 12, 13).
Важливість цього результату додає той факт, що 
зміна ендолімфатичного тиску або порушення меха-
нізмів його регуляції може бути обумовлено різнома-
нітними, в тому числі клінічними причинами і факт 
можливого зв’язку між динамікою цього тиску і станом 
отолітового органу може мати значення для практич-
ної медицини.
5. Візуалізація розрахунків
Рис. 1. Вигляд отолітового органу людини [3]
Рис. 2. Залежність зміщення ОМ від відстані Z  до 
площини макули для різних значень модуля Юнга 
гелеподібного шару ( E N
mo
= 50 2 )
Поведінка отоліта при закріпленій поверхні ниж-
нього шару для різних типів статичних навантажень:
Сила тяжіння напрямлена по осі –х
Рис. 3. Залежність зміщення отоліта від модуля Юнга 
верхнього шару Eo  при модулі Юнга нижнього шару Eg , 
що дорівнює Eo
10




Рис. 4. Положення точок, які використовувалися для 
дослідження: z1 (0; 0; 0), z2 (0; 0; 20 · 10-6),
z3 (0; 0; 40 · 10-6), z4 (0; 0; 60 · 10-6)
Сила тяжіння напрямлене по осі –у
Рис. 5. Залежність зміщення отоліта від модуля Юнга 
верхнього шару Eo  при модулі Юнга нижнього шару Eg, 
що дорівнює Eo
10
, для чотирьох точок, які розміщенні в 
центрі диску
Рис. 6. Розподіл зміщень отоліта для модуля Юнга 
верхнього шару Eo =100 
H
м2 , при модулі Юнга нижнього 
шару Eg =10 
H
м2
 (стрілками показано напрями 
зміщення). Прискорення G паралельне вісі –Y
Рис. 7. Залежність зміщення отоліта від модуля Юнга 
верхнього шару Eo  при модулі Юнга нижнього шару Eg , 
що дорівнює Eo
10
, для чотирьох точок, які розміщенні на 
краю диска (коефіцієнт Пуассона ν = 0,35)
Рис. 8. Положення точок, які використовувалися для 
дослідження: y1 (0; 400 · 10-6, 0), y2 (0; 400 · 10-6;
20 · 10-6), y3 (0; 400 · 10-6; 40 · 10-6),
y4 (0; 400 · 10-6; 60 · 10-6),
Рис. 9. Залежність зміщення отоліта від модуля Юнга 
верхнього шару Eo  при модулі Юнга нижнього шару Eg , 
що дорівнює Eo
10
, для чотирьох точок, які розміщенні на 
краю диска (коефіцієнт Пуассона ν = 0,4)
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Рис. 10. Залежність зміщення отоліта від модуля Юнга 
верхнього шару Eo  при модулі Юнга нижнього шару Eg , 
що дорівнює Eo , для чотирьох точок, які розміщенні на 
краю диска (коефіцієнт Пуассона ν = 0,45)
Рис. 11. Розподіл зміщень отоліта для модуля Юнга 
верхнього шару Eo =100 Hм2
, при модулі Юнга 
нижнього шару Eg =10 Hм2
 при тиску на всю поверхню 
отоліта P = 10 Па (стрілками показано напрями зміщення). 
Прискорення G паралельне вісі –Z 
Рис. 12. Залежність зміщення отоліта від коефіцієнта 
Пуассона для модуля Юнга верхнього шару E Pao = 1000
при модулі Юнга нижнього шару E Pag = 10  при тиску на 
всю поверхню отоліта P Pa= 10
Рис. 13. Залежність зміщення отоліта від тиску (Па) на 
всю поверхню для різних значень коефіцієнта Пуассона 
для двох точок: в центрі та на періферії отоліта при його 
горизонтальному положенні
6. Висновки
Шляхом співставлення результатів кінцево-еле-
мементного та аналітичного моделювання з відомими 
експериментальними даними отримані оцінки мо-
дулів Юнга та Пуассона отоконіального та гелевого 
шарів отолітової мембрани.
Показано, що величини фізичних параметрів ото-
літового органу мають бути узгоджені між собою для 
правильної роботи цього біоакселерометра: модуль 
Юнга гелевого шару повинен бути достатньо низь-
ким, щоб адекватно трансформувати інерційне при-
скорення отоліта в зміщення рецепторних клітин на 
макулярній поверхні, але й достатньо високим, щоб 
завадити падінню отоконіального шару на цю по-
верхню.
Знайдено, що на отолітовий орган завдяки над-
звичайній чутливості рецепторних клітин можуть 
впливати навіть слабкі зміни тиску в ендолімфі, що 
має місце у звичайних умовах. При цьому деформація 
отолітової мембрани суттєво збільшується при кое-
фіцієнті Пуассона меншого за 0.5. Важливо, що такі 
деформації не відповідають жодному інерційному 
прискоренню отоліта.
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1. Введение
Серьезной проблемой ряда отечественных пред-
приятий пищевой промышленности является пробле-
ма утилизации их отходов, в том числе, спиртовой бар-
ды, пивной дробины, свекловичного жома, кофейного 
и ячменного шлама, которые относятся к влажным 
дисперсным материалам. В большинстве случаев дан-
ные отходы выливаются на грунт, что приводит к за-
грязнению окружающей среды, кроме того, часто тре-
бует затрат на их транспортировку. Более рационально 
осуществлять обезвоживание отходов до влажности 
20 – 25%, что позволяет использовать их твердую фазу 
в качестве ценной добавки к сельскохозяйственным 
кормам либо как топливо. Жидкая фаза отходов (вода) 
после достаточно качественной очистки может быть 
возвращена в природу без негативных последствий 
для нее или повторно использоваться на производстве. 
Таким образом, задача разработки высокоэффектив-
ных способов и оборудования для обезвоживания 
влажных дисперсных пищевых отходов является до-
статочно актуальной.
